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Topologia I. Examen XIV

Ejercicio 1. En Z se considera la familia:
B={{2m —1.2m,2m+ 1} me Z}yU{{2m+ 1} , me Z}.

a) Prueba que B es base de una topologia Tx en Z. Al espacio topoldgico (Z, Tk)
se le denomina recta de Khalimsky.

b) Sea A ={-3,-2,1,2,3} C Z. Calcula el interior y la clausura de A.

c) Dado (X,7T) espacio topolégico, se dice que (X,7T) es Tp, si para cada par
de puntos z,y € X, x # y existe V, entorno de z tal que y ¢ V, o existe V,
entorno de y tal que x ¢ V,,. Prueba que (Z, T) es Ty. (Es Ty ?

d) Estudia la conexién y la compacidad de (Z, Tk).
e) Comprueba que f: (Z,Tx) — (Z,Tk) es continua si y solo si:

el) Siz espary f(x) es impar entonces f(x £ 1) = f(x).
e2) |f(r+1)— f(x)| <1, para todo x € Z.

f) Consideremos en R la relacién de equivalencia

tRy <= x=12'" o =z,2 €2m—122m+12 o
2 €]2m+1) —Y2,2m+ 1)+ Y[, meZ.

Demuestra que (R/R,7T,/R) es homeomorfo a (Z, Tk).

Ejercicio 2. Enuncia el Lema del Tubo y el Teorema de Tychonoff. Demuestra el
Teorema de Tychonoft.

Ejercicio 3. Una aplicacién f: (X,T) — (Y, T’) entre espacios topoldgicos se dice
propia si para todo K compacto de (Y, 7”) se tiene que f~!(K) es un compacto de
(X, T).

a) Sea (X, 7) un espacio topologico Ty e (Y, T’) un espacio topolédgico compacto.
Prueba quesi f : (X, T) — (Y, T’) es propia entonces f es continua. {Es cierto
el reciproco?

b) Prueba que toda aplicacién continua f : (S',7) — (S', T) es propia, donde T
es la topologfa inducida de la topologia usual de R2.
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Ejercicio 1. En Z se considera la familia:

a)

B={{2m —1.2m.2m+ 1} me Z}yU{{2m + 1} ,m e Z}.

Prueba que B es base de una topologia Ty en Z. Al espacio topolégico (Z, Tk)
se le denomina recta de Khalimsky.

Veamos que se verifican las propiedades B1 y B2. En primer lugar es claro que

Z=J{2m—1,2m,2m + 1},

meZ
por lo que Z = gz B-

En segundo lugar estudiamos los casos en los que dos elementos distintos de
B tienen interseccion no vacia:

Caso 1: {2m—1,2m,2m+1}N{2m+1} = {2m+1} € By {2m—1,2m,2m+
1}n{2m -1} ={2m — 1} € B.

Caso 2: {2m —1,2m,2m+1}N{2m+1,2m+22m+3} = {2m+1} € By
{2m —1,2m.2m+1}Nn{2m —3,2m —2,2m — 1} = {2m — 1} € B.

Por lo tanto, si By, By € B con By N By # () entonces B; N By € By se cumple
trivialmente B2.

Observemos que una base de entornos de la topologia Tk es: B, = {{z}} si x
es impar, B, = {{x — 1,z,x 4+ 1}} si x es par.

Sea A = {-3,—-2,1,2,3} C Z. Calcula el interior y la clausura de A.

int(A) = {—3,1,2,3} ya que para esos puntos tenemos los entornos abiertos
{=3} y {1,2,3} contenidos en A, y {—3,—2, —1} no estd contenido en A, por
lo que A no es entorno de —2.

cl(A) ={-4,-3,-2,0,1,2,3,4} ya que los entornos de la base de entornos de
esos puntos cortan al conjunto A, y sip € Z no estden {—4,—3,—2,0,1,2,3,4}
podemos encontrar un entorno de p que no corta a A.

Dado (X, T) espacio topoldgico, se dice que (X, T) es Ty, si para cada par
de puntos z,y € X, x # y existe V, entorno de x tal que y ¢ V, o existe V,
entorno de y tal que z ¢ V,,. Prueba que (Z, Tk) es Tp. (Es 117

Veamos que es Ty. En primer lugar consideramos 2m + 1 param € Zy p € Z
con p # 2m+1. Es claro que {2m+1} es un entorno de 2m+1 que no contiene
a p. En segundo lugar consideramos 2m,2m’ € Z con m < m'. En ese caso
tenemos {2m — 1,2m,2m + 1} un abierto de 2m que no contiene a 2m’.

La recta de Khalimsky no es 77 ya que por ejemplo, 1 y 2 no verifican la
definicién de T;. No existe ningtin entorno de 2 que no contenga a 1.
Estudia la conexién y la compacidad de (Z, Tk).

Los abiertos bésicos de la forma {2m — 1,2m, 2m + 1} son conexos ya que son
los abiertos més pequenos que contienen a 2m (por lo que la unica separacion
que admite dicho conjunto es la trivial). Ademdas podemos escribir

Z=J{2m—1,2m,2m+ 1}.

meZ
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Observemos que esto es una union de conexos tal que cada uno de ellos corta
al siguiente. Por tanto Z es conexo.

Por otra parte es sencillo comprobar que la recta de Khalimsky no es compacta.
Efectivamente, podemos considerar el recubrimiento de Z,

A={{2m —1,2m,2m + 1} : m € Z}.

De este recubrimiento no podriamos sacar un subrecubrimiento finito porque
cualquier subrecubrimiento finito sélo contendria un ntimero finito de niimeros
enteros.

Comprueba que f: (Z,Tx) — (Z,Tk) es continua si y solo si:

el) Six espary f(z) es impar entonces f(z +1) = f(x).

e2) |f(xr+1)— f(x)| <1, para todo x € Z.

Recordemos que f es continua en x si y solo si para toda B’ € By, existe
B € B, tal que f(B) C B'.

Supongamos que f es continua y sea x un nimero par. Supongamos en primer
lugar que f(z) es impar. Entonces tenemos que B' = {f(z)} y B = {x —
lL,z,x 4+ 1} y f es continua en x si y solo si f({x — 1,z,x 4+ 1}) C {f(x)}, es
decir si y solo si f(z £ 1) = f(x).

Supongamos ahora que f(x) es par. Entonces B’ = {f(x) — 1, f(z), f(z) + 1}
y B={x—1,z,2+ 1} y f es continua en z si y solo si {f(zx £ 1), f(z)} C

{f(z) £ 1, f(z)}.
Observemos que esto y lo anterior implican €2) en el caso x par. Si x es impar
para obtener e2) basta aplicar e2) a z + 1y # — 1 que son pares.

Reciprocamente, supongamos que se verifica el) y e2). Por lo visto en la im-
plicacién anterior se tendria que f es continua en los niimeros pares. Notemos
que cualquier f es continua en x si x es un nimero impar ya que en este caso
B = {z} siempre verifica f(B) C B’ para cualquier B’.

Consideremos en R la relacion de equivalencia
tRr <= x=12" o =z €2m—122m+152] o
r, ' €]2m+1)—1Y2,2m+1)+1Y2[, meZ.

Demuestra que (R/R,T,/R) es homeomorfo a (Z, Tk).
Consideremos la aplicacién f : (R, T,) — (Z, Tx) dada por

() 2m sixe[Qm—%,Zm—i—%]
€Tr) =
2m + 1 Sixe](2m+1)—%,(2m+1)+%[

Veamos que f es una identificacion. Claramente f es sobreyectiva. Veamos que

Ti = (Tu)s

6 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Topologia I. Examen XIV

Observemos en primer lugar que f~'({2m+1}) =|(2m+1) — 3, (2m+1) + 1]
y [7H{2m — 1,2m,2m + 1}) =](2m — 1) — £, (2m + 1) + 3| son abiertos de
(R,7,). Por tanto f es continua y esto implica que Tx C (7).

Falta ver que (7,); C Tx. Sea O € (T,), entonces sabemos que f~1(0) € T,
por ser (7,)s la topologia final para la aplicacién f. Veamos que O € Tk
comprobando que es entorno de todos sus puntos. Si 2m + 1 € O para algtin
m € Z, entonces {2m+1} C O y O es entorno de 2m + 1. Consideremos ahora
2m € O para m € Z entonces [2m—3,2m+3] C f71(0) y 2m=*3 € f71(0) €
T... Por tanto, existe 0 < € < 1/2 tal que (2m — 3 —¢,2m+ 1 +¢) C f71(0).
Luego {2m—1,2m,2m+1} = f((2m—35—¢€,2m+3+¢€)) C O,y O es entorno
de 2m. Concluimos que O € Tg.

Es claro que R = R por definicién de la aplicacion f y por tanto la aplicacion
f:(R/R,T./R) — (Z,Tk) es un homeomorfismo.

Ejercicio 2. Enuncia el Lema del Tubo y el Teorema de Tychonoff. Demuestra el
Teorema de Tychonoft.
Teoria dada en clase.

Ejercicio 3. Una aplicacién f: (X, T) — (Y, T’) entre espacios topoldgicos se dice
propia si para todo K compacto de (Y, 7”) se tiene que f~!(K) es un compacto de
(X, T).

a)

Sea (X, 7T) un espacio topologico Ty e (Y, T’) un espacio topolédgico compacto.
Prueba quesi f : (X, 7T) — (Y, T’) es propia entonces f es continua. {Es cierto
el reciproco?

Comprobaremos que si C' es un cerrado de (Y, 7”) entonces f~(C) es un
cerrado de (X, 7). Observemos que C' es compacto por ser un cerrado de un
espacio topolégico compacto. Como f es propia tenemos entonces que f~1(C)
es un compacto de (X, T) que es Ty y por tanto f~!(C) es un cerrado de (X, T).
El reciproco no es cierto ya que la aplicacién inclusién i : ((1,2), (Tu)@,2) —
([0, 3], (Tu)0,3) es continua pero no es propia.

Prueba que toda aplicacién continua f : (S',7) — (S', T) es propia, donde T
es la topologfa inducida de la topologia usual de R2.

Consideremos K compacto de S'. Como S' es T tenemos que K es cerrado.
Usando que f es continua tenemos entonces que f~!'(K) es un cerrado de S
que es compacto y por tanto ffl(K) es compacto.
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